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GEOMETRIA BASICA
TEMA III- CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y AXIOMATICA DE LA GEOMETRIA EUCLIDEA
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1. PUNTOS, RECTAS Y PLANOS
2. ALGUNOS ELEMENTOS GEOMETRICOS BASICOS
3. LONGITUD DE SEGMENTOS
4. MEDIDA DE ANGULOS
5. RELACION DE PARALELISMO
6. CUADRILATEROS
7. ALGUNOS RESULTADOS RELATIVOS A RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

1. PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

Los conceptos de punto, recta, plano y espacio, son fundamentales en el estudio de la Geometria, pero no pueden
ser definidos utilizando otros términos mas simples. Euclides defini6 el punto como “lo que no tiene partes" y la
recta como “una longitud que no tiene anchura". Nosotros adoptaremos estas descripciones, motivandolas con
situaciones fisicas reales, en un intento de acercarnos a los conceptos de forma intuitiva y, posteriormente,
admitiremos su existencia como axioma.

Punto: es lo que no tiene anchura, ni longitud ni altura. Es el lunar o la mancha mas pequefia que se puede
dibujar. Nombraremos los puntos mediante letras mayusculas: A, B, C, ...

Recta: es un conjunto infinito de puntos sin anchura ni altura. Un hilo tensado que no tenga principio ni final.
Utilizaremos letras minusculas para referirnos a las rectas: r, s, t, ...

Plano: es un conjunto infinito de puntos que no tiene altura. Es como un folio prolongado indefinidamente.
Utilizaremos letras griegas para designar los planos: o, B, 7, ...

Espacio: es el conjunto de todos los puntos.

Las expresiones como “estar situado en” o “estar entre” se refieren a relaciones entre los conceptos anteriores y
otros que se definiran luego. Las propiedades de estas relaciones estan dadas en los axiomas.

Axioma I. Existen puntos, rectas y planos en el espacio. Las rectas tienen un numero infinito de puntos.
Cualquiera que sea una recta hay puntos que pertenecen y puntos que no pertenecen a ella. Dado un plano, hay
rectas contenidas y otras no contenidas en €l.

Consecuencia: Dado un plano, hay puntos en él y otros fuera de él.

Axioma II. Cualesquiera que sean dos puntos distintos hay una y s6lo una recta que los contiene.

La unica recta que pasa por los puntos A y B, la indicaremos con AB.
Consecuencia: Dos rectas distintas, o bien se cortan en un inico punto, o no se cortan.
Diremos que tres puntos estan alineados o son colineales si los tres pertenecen a la misma recta.

Axioma III. Por tres puntos no alineados

pasa un Unico plano. Si dos puntos distintos

A y B pertenecen a un plano o entonces la

recta AB esta contenida en a. o

Diremos que cuatro 0 mas puntos son

coplanares si pertenecen al mismo plano. E
Dos o mas rectas son coplanares si estan en
el mismo plano.
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Axioma IV. Si dos planos distintos o y B tienen un punto comiin, entonces su interseccion es una recta.

Dos rectas se dicen secantes si tienen un punto en comun. Dos rectas coplanares se dicen paralelas si no se cortan.
Se dice que dos rectas se cruzan si no son coplanares.

Proposicion I: Dada una recta r y un punto A que no esta en r, existe un unico plano que contiene ary a A.

Dem.: Sean P y Q dos puntos distintos de r. Como A no esta en r, entonces A, P y Q no estan alineados y hay
un Unico plano o que los contiene (Axioma III). Por el axioma III, r = PQ est4 contenida en a.(J

Proposicion 2: 1) Si dos rectas son secantes, entonces son coplanares.
i) Dada una recta r, existe una recta s tal que r y s no son coplanares.

Dem.: 1) Si A es el punto que tienen en comun las rectas secantes ry s, sea Q un punto de r distinto de A y sea
R un punto de s distinto de A. Entonces hay un tnico plano que contiene a A, Q y R. Teniendo en cuenta la
proposicion anterior, ese plano contiencar=AQyas=AR.
ii) Sean A y B dos puntos distintos de r, de modo que r = AB. Sea P un punto que no esti enr. Py r
determinan un Gnico plano o que contiene a ambos. Sea Q un punto que no esta en o (Figura 2).
Las rectas r y s = PQ no son coplanares puesto que si hubiese un plano B que contuviese a ambas, o y B
deberian coincidir (ambos contienen a A, B y P no alineados), y sin embargo Q pertenece a  y no a o[

Proposicion 3: 1) Dado un punto, hay una recta que no lo contiene.
ii) Por un punto pasan infinitas rectas.

iii) Por una recta pasan infinitos planos.

Dem.: 1) Sea P un punto. Sea Q otro punto. Sea R un punto que no esta en la recta PQ. Entonces QR es una
recta que no contiene a P. Si no fuera asi, P, Q y R serian colineales, seria PQ = QR y R estaria en PQ; una
contradiccion.

ii) Sea P un punto y r una recta que no contiene a P. Si X e Y son puntos distintos de 1, las rectas PX y PY son
distintas (Figura 1). En efecto, si las rectas PX y PY fuesen iguales, entonces los puntos X, Y y P estarian
alineados; como X e Y determinan r, P perteneceria a r, lo que va contra la condicion de partida.

Asi pues, cada punto de r determina junto con P una recta diferente.

iii) Sea r la recta dada. Sea s una recta que no es coplanar con r. Si X e Y son puntos diferentes de s, los planos
determinados por ry X y por r e Y, respectivamente, son distintos.]
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Figura 2

2. ALGUNOS ELEMENTOS GEOMETRICOS BASICOS

Axioma V. De tres puntos alineados y distintos, uno de ellos y s6lo uno esta entre los otros dos.
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Dados dos puntos A y B, llamamos segmento de extremos A y B al conjunto de puntos de la recta AB que estan

entre A y B. Lo indicamos por AB.

Axioma VI. Un punto A situado en una recta la divide en dos partes llamadas semirrectas, y el punto A se llama
origen de cada semirrecta. Si dos puntos pertenecen a una de dichas semirrectas, entonces el punto origen A no
esta entre ellos. Si dos puntos pertenecen a distintas semirrectas, entonces A esta entre ellos.

Estas semirrectas determinadas por A en la recta se llaman semirrectas opuestas o complementarias.

La semirrecta de origen A que contiene el punto B la indicaremos por Ag.
En lo que resta de esta seccidon y en las secciones 3, 4, 5y 6 los axiomas y proposiciones se refieren al plano.

Axioma VII. Una recta r contenida en un plano o divide a éste en dos regiones no vacias llamadas semiplanos. Si
los dos extremos de un segmento cualquiera pertenecen a uno de los semiplanos y ninguno esta sobre la recta,
entonces el segmento no corta a la recta. Si los extremos del segmento pertenecen a distintos semiplanos, entonces
el segmento corta a la recta.

Para designar un semiplano usaremos la recta que lo determina y un punto contenido en €l. Por ejemplo, 1, indica
el semiplano determinado por la recta r que contiene el punto A (A es un punto del plano que no esta en r).

Consecuencias. 1. Si AB no corta ar, entonces A y B estan en el mismo semiplano con respecto a r.
2.Si A, B, Cno estan en r, AB y BC cortan a r, entonces AC no cortaar.
3.SiAestaenry B no estd enr, entonces A, estd contenida en r,.

4. Si A, B estan en I, entonces el segmento AB est4 contenido en I

Dem.: La demostracion de los puntos 1, 2 y 4 se deja como ejercicio.
Para 3 razonamos por reduccién al absurdo: Supongamos que Ag no estd contenida en r,. En ese caso existird

un punto P de Ag que no estd en r,. Como P estd en Ag entonces P esta entre Ay B, o P =B, o B estd entre A y
P. Por otro lado, como P no estd en r, entonces B y P estan en semiplanos distintos con respecto a r. Por el A.VII

PB y r tienen un punto en comun y este punto sera A (;por qué?). De donde se deduce que A esta entre P y B,
lo cual es una contradiccion.]

Dadas dos semirrectas O, y Og que no son opuestas, se llama dngulo convexo AOB a la interseccion de los
semiplanos OAg y OB, . El punto O se llama el vértice del angulo y las semirrectas los lados.

A,

B

AN
Si las semirrectas O, y Og coinciden, se dice que el angulo AOB es nulo. Si las semirrectas O, y Og son opuestas,
se dice que forman un dngulo llano.
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A
A cada angulo convexo AOB corresponde un dangulo concavo, que es la region del plano formada por los puntos

JAN . . . . ;e
que no estan en AOB, ni en las semirrectas que lo determinan, ni son el vértice.

Dos angulos se dicen consecutivos si tienen el mismo vértice y un lado comun. Dos angulos se dicen adyacentes si
son consecutivos y sus lados no comunes son semirrectas complementarias. Dos angulos se dicen opuestos por el
vértice si tienen el mismo vértice y los lados de uno son semirrectas opuestas de los lados del otro.

JAN J—
Proposicion. Dado un angulo convexo AOB, si P esta en el segmento AB entonces la semirrecta Op esta en el
JAN
angulo AOB.

B

Dem.: Por un resultado anterior, Ag esta en el semiplano OAg. Entonces P estd en OAp. Por el mismo
resultado anterior, Op esta en el semiplano OAg.

. , A
Analogamente, Op esta en el semiplano OB,. Por lo tanto, Op estd en AOB.O

A JE—
.Es cierto el siguiente enunciado? Si P estd en AOB entonces la semirrecta Op corta a AB en un punto entre A y B.

Dados tres puntos no alineados A, B y C, se llama ridngulo AABC a la figura formada por los segmentos AB ,

BC y AC . El interior del triangulo es la interseccion de los tres semiplanos ABc, BC, vy ACp.

Sean Py, Py, ..., P, puntos distintos del plano. El conjunto de segmentos P,P,, P,P;, ..., P, P, es una poligonal
si los segmentos se cortan solo en sus extremos y los puntos P;, P;., P, no estan alineados parai=1,2, ... ,n—2.

El conjunto de segmentos P,P,, P,P;, ..., P, P,, PP, es una poligonal cerrada o poligono si los segmentos se
cortan solo en sus extremos y los puntos P;, P;;q, Pi:, no estan alineados parai=1, 2, ..., n — 2. Los puntos Py, P,,

..., P se llaman vértices del poligono y los segmentos PP, , P,Ps, ..., PP, , PP, se llaman /ados del poligono.
Dos vértices son consecutivos si son extremos de un mismo lado. Un segmento que une dos vértices no
consecutivos de un poligono se llama diagonal.

Un poligono de vértices Py, Py, ..., P, es un poligono convexo si para cada lado P;P;.; los vértices restantes estan
todos en el mismo semiplano respecto de P;P;;. El interior de un poligono convexo es la interseccion de los
semiplanos determinados por cada uno de los lados que contienen los vértices restantes. Cada uno de los angulos

convexos P;P;; P, determinado por tres vértices consecutivos de un poligono convexo se llama dngulo interior
del poligono.
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3. LONGITUD DE SEGMENTOS

Axioma VIII. (Axioma de la regla) Denotemos por S el conjunto de todos los segmentos del plano, incluyendo

segmentos nulos. Existe una aplicacion £: S — R, llamada longitud, tal que:

1) Para cada A € R y cada semirrecta del plano, existe un Gnico segmento s, con un extremo en el origen de la

semirrecta y contenido en la misma, tal que £(s) = A.

2)SiX e AB, {(AB) = {(AX) + {(XB).

A x * + B

Observaciones

1. Aplicando la segunda condicién, con X =B = A, se deduce que la longitud de un segmento nulo es 0.
2. Dado un segmento AB existe un punto M en AB, llamado punto medio, tal que /(AM) = ¢(MB).
3. El axioma VIII permite identificar cada recta con el conjunto de los nimeros reales. Mas precisamente, sea r

una recta, A y B puntos de r tales que {(AB) = 1. Identificamos A con el niimero 0 y B con el 1. Sea P otro punto
de 1. Si P esta en la semirrecta Ag, identificamos P con E(Kf’). Si P estéd en la semirrecta opuesta, identificamos P

con —K(Kf’). Por la condicion 1) del axioma, habré en la recta un punto para cada numero real.

Dos segmentos se dicen congruentes o iguales si tienen la misma longitud.

La distancia entre dos puntos A y B es la longitud del segmento AB.

El perimetro de un poligono es la suma de las longitudes de sus lados.

Circunferencia y circulo

Dado un punto O y r € R™, la circunferencia de centro O y radio r es el conjunto de los puntos del plano cuya
distancia a O es 1. El circulo de centro O y radio t es el conjunto de los puntos del plano cuya distancia a O es
menor o igual que r. Una cuerda es un segmento que une dos puntos de la circunferencia. Un didmetro es una
cuerda que pasa por el centro de la circunferencia. Si A y B son dos puntos distintos de una circunferencia, la
recta AB determina dos semiplanos oy B, y asi la circunferencia queda dividida en dos partes: una contenida en o
y la otra en . Cada una recibe el nombre de arco de extremos A y B.

4. MEDIDA DE ANGULOS

Axioma IX. Denotemos por 4 el conjunto de todos los angulos convexos, y sea [0, 180] el intervalo cerrado de
numeros reales comprendidos entre 0 y 180. Existe una aplicacion g: 4 — [0, 180] verificando:

1) La imagen por g de todo angulo llano es 180.
2) Para cualquier niimero real A € [0, 180], cualquier semiplano y cualquier semirrecta Ag contenida en el borde
del semiplano, existe una Unica semirrecta A . contenida en el semiplano considerado tal que g(BgC) =\

3) Si Ap esta contenida en el angulo BAC, entonces g(BgC) = g(B/A%P) + g(P:&C).
C

A
B
El ntimero g asociado a un angulo convexo es la medida del angulo en grados.

Dos angulos se dicen congruentes o iguales si tienen la misma medida.
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Consecuencias

1. La medida de un angulo nulo es 0.

2. Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

3. La suma de las medidas de dos angulos adyacentes es 180°.

4. Un angulo de vértice A contiene una semirrecta de vértice A, llamada bisectriz, que divide el angulo en dos
angulos congruentes.

Un angulo convexo es recto si mide 90°, agudo si mide menos de 90° y obtuso si mide mas de 90°.
La medida de un angulo concavo es igual a 360° menos la medida del angulo convexo correspondiente.
Dos rectas secantes son perpendiculares si al cortarse forman angulos rectos.

Diremos que dos triangulos AABC y AABC; son congruentes o iguales si sus lados y sus angulos son

. L — —_— —_— —_— —_— —_— A A A A A A
congruentes, es decir, si AB=AB,, AC=A,C,,BC=B,C,,A=A,,B=B,,C=(,.

Axioma X. Primer criterio de congruencia de triangulos (LAL). Si dos triangulos tienen dos lados
correspondientes congruentes y el angulo comprendido entre ellos también es congruente, entonces los triangulos
son congruentes.

Proposicion: La suma de dos angulos cualesquiera de un triangulo es menor que uno llano.

Dem.: Sea AABC el triangulo dado. Veremos que la suma de
los angulos A y C es menor que 180°. Sea O el punto medio

del lado AC. En la semirrecta opuesta a Og se construye un
segmento oD congruente a OB. Entonces AAOD = ACOB, C D
pues tienen iguales los angulos de vértice O, AO = OC y OD =

OB. Luego OCB = OAD. Por otro lado, BAD = BAO + OAD.
Entonces BAD = BAO + OCB = BAC + AéB, que son los

angulos de AABC que nos interesan. Ahora, BAD es menor
que un llano porque D no esta en la recta AB. Por lo tanto, B A

N\ A
BAC+ ACB < 180°.0

5. RELACION DE PARALELISMO EN EL PLANO

Axioma XI. De paralelismo.
Por un punto exterior a una recta pasa una y solo una paralela a dicha recta.

Consecuencias. 1. Sity s son secantes y t es paralela a r, entonces t y s son secantes.
2. Sir, s, t rectas distintas dos a dos, r y s son paralelas y s y t son paralelas, entonces r y t son paralelas.

Sean 1, s y t tres rectas tales que t es secante a las otras dos, de modo que se forman los ocho angulos que se indican en la

figura siguiente:

A A . A A
Los angulos 4 y 5 se llaman correspondientes internos. Lo mismo ocurre con 3y 6 .
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, AA . . AA
Los angulos 3 y 5 se llaman alternos internos. Lo mismo ocurre con 4y 6 .

De forma andloga, se definen los angulos correspondientes externos y alternos externos.

AN A . A AN A AN A
Los angulos 1 y 5 se llaman correspondientes alternos. Lo mismo ocurre con4y 8,2y 6,3y 7.

—

AN o

correspondientes altermos inkermos aotves pondientas
intermos altermo=

Caracterizacion de rectas paralelas en funcion de los angulos correspondientes internos definidos en las mismas
por una secante.

Sean r y s dos rectas y t una secante a ambas. Las rectas r y s son paralelas si y solo si los angulos
correspondientes internos determinados por dichas rectas y la secante t suman 180°.

Dem.: Supongamos que los correspondientes internos suman 180°, y que r y s no son paralelas. En ese caso se
formaria un tridangulo con dos angulos cuya suma fuese uno llano, lo que contradice un resultado anterior.
Supongamos que r y s son paralelas y que los angulos correspondientes internos no suman 180°. En la
situacion de la figura, en el semiplano ABc se puede considerar una semirrecta contenida en la recta s', tal que
los angulos BAC y ABD sumen uno llano. En ese caso, aplicando la implicaciéon que acabamos de probar
podemos afirmar que r y s' son paralelas. Asi por un mismo punto B pasan dos rectas paralelas y distintas a r, lo
que contradice el axioma de las paralelas.

Obsérvese que este criterio de caracterizacion anterior tiene sus equivalentes en funcion de alternos internos
iguales y correspondientes alternos iguales.

Proposicion: La suma de los tres angulos de un tridngulo es 180°.

Dem.: Dado AABC, sea r la recta paralela a AB que pasa por C. Sea D un punto de r que estd en BC, y sea E

un punto de r que estd en ACg. Como 1 || AB entonces BAC = ACD y ABC = BCE. Luego, la suma de los
angulos del triangulo:

A A A A A A A
BAC + ABC + ACB=ACD + ACB + BCE = DCE = 180°. 0O

Proposicion: Sity s son paralelas y r y t son perpendiculares, entonces s y t son perpendiculares.
Dem.: Se deja como ejercicio.
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Proposicion: Por un punto cualquiera siempre se puede trazar una y solo una perpendicular a una recta dada.

Dem.: Sea r una recta y P un punto.

Si P esta en 1, por el axioma IX se puede trazar una recta que pase por P y sea perpendicular a r.

Si P no esté en r, existe una Unica recta s paralela a r que pasa por P. Por lo anterior, existe una Unica recta t
perpendicular a s que pasa por P. Entonces r y t son perpendiculares. Ademas t es Unica, pues si hubiera otra
perpendicular a r que pasa por P, serian dos perpendiculares a s por P, lo que contradice el axioma IX.[J

Se llama mediatriz de un segmento AB a la recta perpendicular a AB que pasa por el punto medio de AB.

Sea r una recta y P un punto cualquiera. Sea t la perpendicular a r que pasa por P y sea Q el punto de interseccion
de r y t. Dicho punto Q recibe el nombre de pie de la perpendicular o proyeccion de P sobre r. Obsérvese que Q =
PsiPestaenr.

Sea r una recta y P un punto cualquiera. Si Q es el pie de la perpendicular a r que pasa por P, entonces se llama

distanciade P ar, ala longitud del segmento PQ, y tal distancia se denota por d(P,r). Obsérvese que si P estd en
r, entonces d(P,r) = 0.

Sea r una recta y P un punto que no pertenece a r. Sea t una recta secante a r, pero no perpendicular y que pasa por
P. La recta t recibe el nombre de recta oblicua a r (que pasa por P) y el punto R de corte de t y r se llama pie de la

oblicua. Si Q es el pie de la perpendicular a r que pasa por P, el segmento QR se llama proyeccion perpendicular

de PR (segmento oblicuo) sobre r.

I
Elzegmenta QR 25 1a
proweeidn perpendisular
del segmenta FE sobre 1a
¥ reeka v
Q E
b
6. CUADRILATEROS
Un cuadrilatero es un poligono de cuatro lados. Si los A B
vértices de un cuadrilatero son, dados ordenadamente,
ABCD, los lados AB y CD se dicen opuestos. También
son opuestos los lados AD y BC. Los angulos A y C se
llaman angulos opuestos y también los angulos B y D. D C

Se llama paralelogramo a un cuadrilatero en el que los dos pares de lados opuestos son paralelos.
Un rectangulo es un cuadrilatero en el que todos los angulos son rectos.

Un rombo es un paralelogramo con todos los lados iguales.

Un cuadrado es un rectangulo con todos los lados iguales.

Se llama trapecio a cualquier cuadrilatero convexo en el que so6lo un par de lados opuestos son paralelos. Si el
trapecio tiene dos angulos rectos, se llama trapecio rectangulo. Un trapecio se dice isdsceles si tiene los dos lados
no paralelos iguales. Un trapecio escaleno es un trapecio que no es ni rectangulo ni isosceles.
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7. ALGUNOS RESULTADOS RELATIVOS A RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO
A continuacion vamos a enunciar una serie de definiciones y resultados relacionados con algunos aspectos de la
geometria en el espacio, tales como paralelismo entre rectas y planos, paralelismo entre planos y rectas que se

cruzan. Estos resultados no van a ser demostrados en clase, aunque pueden abordarse como ejercicio por el
alumno. El objetivo de su presentacion es:

1. Suscitar la reflexion sobre las situaciones que se plantean, y que exigen o desarrollan cierta
visualizacion del problema.

2. Posibilitar la resolucion de ejercicios sencillos relacionados con distintas figuras del espacio
TEOREMA 1. Todo plano divide el espacio en dos semiespacios. Si dos puntos estan en el mismo semiespacio, el
segmento determinado por ellos no corta al plano. En cambio, si los puntos pertenecen a semiespacios distintos el
segmento si corta el plano.

Recordemos que en el espacio se dice que dos rectas son paralelas si estan en el mismo plano y no se cortan.

TEOREMA 2. a) Dados una recta en el espacio y un punto que no esta en la recta, se puede trazar una y s6lo una
recta paralela a la dada y que pasa por el punto dado.

b) Si la recta r es paralela a las rectas s y ¢ entonces s y ¢ son paralelas.

Una recta y un plano se dicen paralelos si no se cortan.

TEOREMA 3. Sea o un plano y » una recta. Si en o hay una recta s paralela a r, entonces o y » son paralelos.
TEOREMA 4. Si una recta es paralela a dos planos secantes, entonces es paralela a la recta de interseccion.
Dos planos se denominan paralelos si no se cortan.

TEOREMA 5. Si un plano o es paralelo a dos rectas secantes, entonces o es paralelo al plano determinado por
dichas rectas secantes.

TEOREMA 6. Por todo punto A exterior al plano ¢ pasa un unico plano paralelo a o.

TEOREMA 7. Si una recta 7 y un plano o se cortan, entonces » corta a cualquier plano paralelo a o, y o corta a
cualquier recta paralela ar.

Recordemos que se dice que dos rectas se cruzan si no estan en el mismo plano (por tanto no se cortan, pero no
son paralelas).

TEOREMA 8. Si dos rectas se cruzan, hay planos paralelos que las contienen.
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GEOMETRIA BASICA

EJERCICIOS TEMA III: CONCEPTOS FUNDAMENTALES Y AXIOMATICA DE LA GEOMETRIA

1. a) Sea r una recta y sean A y F dos puntos distintos de r. Sean B y G puntos en distintos semiplanos con
respecto a r. Demuestra que FB no corta a la semirrecta Ag.

b) Demuestra el Teorema de Pasch: Dado un triangulo AABC y una recta 1, si r pasa por un punto E entre Ay C
entonces r corta a AB o a BC.

c¢) Sea AFBC y A un punto entre F y C. Sea D un punto tal que D y B estan en el mismo semiplano con respecto a
FC. Demuestra que entonces Ap, corta a FB o a BC.

A A JR—
d) Sea BAC un angulo convexo. Demuestra que si D es un punto de BAC entonces Ap corta BC en un punto entre
ByC.

e) En el plano se tienen cuatro puntos distintos A, B, C y D. Sea r una recta que no pasa por ninguno de ellos. Los

segmentos AB y CD cortan la recta r y el segmento BC no la corta. ;Corta el segmento AD la recta r?

f) Sean A, B, C y D cuatro puntos del plano, de los cuales no hay tres colineales. Demuéstrese que si los

segmentos AB y CD se cortan en un unico punto, los puntos B y D se hallan en un mismo semiplano con respecto
alarecta AC.

g) Demuestra que las diagonales de un cuadrilatero convexo se cortan en un punto.

2. Un subconjunto S del plano es convexo si para cada par de puntos A y B de S, el segmento que une A y B esta
contenido en S.

a) Demuestra que un semiplano es un conjunto convexo.
b) Prueba que un angulo convexo es un conjunto convexo.

c) Prueba que el interior de un triangulo es un conjunto convexo.

3. Recuento de puntos y rectas en distintas configuraciones.

a) (Pueden dibujarse cuatro rectas de forma que las intersecciones entre ellas se reduzcan a un punto?, ja dos, tres,
. seis, mas de seis puntos? ;En cuantos puntos pueden cortarse dos, tres, cuatro, cinco rectas?, y ;cuantas
regiones planas se determinan en cada caso?

b) (Cuantas rectas determinan seis puntos?
¢) En una hoja de papel, traza cuatro rectas, de manera que quede dividida en 11 regiones distintas. ;Podrias
trazarlas de otra forma con el objetivo de obtener mas de 11 regiones?

d) En el plano, si tenemos un cierto nimero n de rectas, diremos que este conjunto de rectas "estd en posicion
general" si dos rectas cualesquiera se cortan en un punto y no hay tres que tengan un punto comin. Dibuja tres
rectas que estén en posicion general y tres que no lo estén. Halla los cuatro casos de disposicion mutua de tres
rectas.

e) (Cuantos casos de disposicion de cuatro rectas puedes obtener? Dibujalos

f) Estima cuantos puntos aparecen como interseccion de n rectas que estan en posicion general. ;Coémo podrias
razonar que la formula obtenida es valida?

4. a) ;Pueden hallarse tres puntos A, B y C alineados tal que AB=5,BC=6y AC=7?
b) Si A, By C son tres puntos alineados, tal que AB =5 y BC = 6, ;cuanto mide AC?

5. a) Demuestra que todo punto de la mediatriz del segmento AB equidista de A y de B. Demuestra que también es
cierto lo reciproco de lo anterior: Si un punto P dista de A lo mismo que de B, entonces P esta en la mediatriz del
segmento AB.

Lo probado es este apartado se expresa diciendo que "la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de
puntos del plano que distan lo mismo de los extremos del segmento".
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b) Prueba que dos mediatrices de un triangulo se cortan en un punto. Deduce, usando a), que el punto de corte de
dos mediatrices pertenece a la tercera mediatriz.

Teniendo en cuenta lo anterior se deduce que las tres mediatrices de un tridngulo se cortan en un punto, que recibe
el nombre de circuncentro del triangulo.

¢) (El circuncentro de un tridangulo es centro de una circunferencia que pasa por los tres vértices de dicho
triangulo? ;Como se expresa la posicion entre el tridngulo y tal circunferencia? ;Es el circuncentro un punto
interior del triangulo?

6. Un triangulo es isosceles si tiene dos lados iguales; el tercer lado se llama base del triangulo isésceles.
Demuestra que en todo triangulo isosceles los angulos relativos a la base son iguales.

7. Una mediana de un triangulo es el segmento que une el punto medio de un lado con el vértice opuesto.

Un triangulo AABC tiene tres alturas, que son: el segmento que une C con el pie de la perpendicular a AB que
pasa por C, el segmento que une B con el pie de la perpendicular a AC que pasa por B, y el segmento que une A
con el pie de la perpendicular a BC que pasa por A.

1) Demuestra que dos medianas cualesquiera de un triangulo se cortan en un punto.
2) Demuestra que las rectas que contienen dos alturas de un tridangulo se cortan en un punto.

8. 1) Demuestra que en un rombo las diagonales son bisectrices de sus angulos.
2) Demuestra que las diagonales del rombo son perpendiculares y se cortan en el punto medio de ambas.

9. 1) Demuestra que en una circunferencia no existen tres puntos alineados.
2) (Cuantos puntos en comun deberan tener una circunferencia y una recta secante a ella?

Los ejercicios 10, 11 y 12 se refieren al espacio.

10. Se nos plantea la siguiente cuestion:
Si ry s son dos rectas que se cruzan y C es un punto que no estd en ninguna de ellas. jEs siempre posible trazar
por el punto C una recta que corte a las rectas 7y s ?

Tratando resolver esta pregunta seguimos los siguientes pasos, cuyas conclusiones has de justificar:

1. Investigando. Si hay una recta ¢ que pasa por C y corta a » y a s, entonces ¢ estd contenida en el plano
determinado por C y r, al que denotamos por ¢, y también ¢ estd contenida en el plano determinado por C y s, al
que denotamos por . Esto nos aporta la siguiente idea y linea de actuacion.

2. Idea. Considerar los planos mencionados en el punto 1.y obtener su interseccion.

3. Actuando. Si a es el plano que contiene a C y r, y 3 es el plano que contiene a C y s, oy  se cortan en una
recta que pasa por C, y que llamamos ¢. jPodemos asegurar que ¢ corta a sy r?

4. Tras una prueba. Posiciones posibles entre 7, y » y s: que ¢ no corte ni a 7 ni a s, que corte a una de ellas y no
corte a la otra, o que corte a las dos.

(Puede suceder que no corte ni a 7 ni a s? No, porque en ese caso existiria un plano que contuviese a r y s,
cosa que no es posible.

(Puede suceder que corte a una de ellas y no a otra? Después de reflexionar, concluimos que si es posible que
eso suceda como ilustra una situaciéon que describimos.

5.Conclusion fINAl: . .......oooviiiviiiiecieeecee e

11. Sean r;, 73, r3, ... una familia de rectas. Demuestra que si dos cualesquiera de estas rectas se cortan, entonces
todas ellas pasan por un mismo punto o pertenecen a un mismo plano.

12. Se consideran dados 2n puntos Aj, A,, As, ..., Ay, y un plano & que no pasa por ninguno de estos puntos.
Demuéstrese que el plano o, corta como méximo 7° de los segmentos A,Aqque unen estos puntos dos a dos.



