CHAPITRE | : TRANSFORMEES DE LAPLACE

A. FONCTIONS CAUSALES

Définition : Une fonctionf , définie sur R est causale si : Pour tioatO ,f(t) = 0.

1. Echelon unité

Définition :  L'échelon unitét est la fonction définie sur IR par : |
Ut)=0sit<0
Ut)=1sit=0

Remarque : U est constante par morceaux. Elle est discontinu e

2. Utilisation de I'’échelon unité

Définition : Pour transformer une fonctigndéfinie sur IR en une fonction caustlprenant les mémes valeurs
sur [0 o4 , on la multiplie par I'échelon unité :f(t) = U(t)g(t) pour toutt O IR
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3. Translation d'une fonction causale

a. Echelon unité

Considérons la fonction translatée de I'écheloréusyant le saut a l'instant 7.
Ona:h()=0sit<r
h(t) =1sit>r

ut-1)

On peut alors écrirehi(t) = Ut — 7) pour toutt [0 IR.
Eneffet:Ut—1)=0sit—7r<0soitt< 7
Yt-1n=1sit—r=0soitt=>r

0 1 2 3 4
T

\ Proposition :  La translatée de vectear i ~ de I'échelon unité est la fonction définie supl : Ut — 7).

b. Cas usuels

Proposition :  La translatée de vectear i ~ de toute fonction causale de la forftgU(t) est définie
sur IR parfft — n) Ut — 7).

Remarque :

La fonction définie sur R parf(t) Ut — 7) n'estpasla translatée de la fonctidt)U(t), c’est une fonction qui
prend les mémes valeurs dusur I'intervalle [ ; +oo].

Exemple :
Fonction causale :t U(t) Translatée :(t — 2YU(t — 2) Fausse translaté¢ Ut — 2)

Exercice : Dans chaque cas tracer les translatées demandefemdions causales données.

Fonction causale Translatéerde 1 Translatée de= 3
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B. INTEGRALES IMPROPRES

1. Généralités

Définition : Soitf une fonction définie sur un intervalle [acpfet continue par morceaux. Séitun nombre réel
+00

X
Si: lim | f(t)dt = A alors I'intégrale impropre| f(t)dt est convergente et égale au nomfbre

X — +0oo
a a

Dans le cas contraire, on dit que égrale impropre est divergente.

Exemples : Etudier la convergencﬁ%dt et dejizdt :
t
1 1

-

a
Remarques : 1. On peut définir de mémej: f(t)dt.
2. Les propriétés de I'intégralstemt valables.
3. La densité de philiizé de la loi normale centrée réduite N(0,1) wst fonction dont

+00 tz

l'intégrale sur R converge et vaut 1. On é:—e_zdt =1
ANamr

2. Convergence d’intégrales dépendant d’'un para  metre

Théoreme (admis) : Soitn un nombre entier naturel et shitin nombre complexe.

SillU R, Jt”e”tdt converge si et seulementist O.
0

Sk U E, Jt”e”tdt converge si et seulement si Ret 0.
0

Exercice : Etudier la convergence des intégrales suivantes avl IR :

1. Te’“dt
0

2. +Jioue”tdt
0



C. TRANSFORMEE DE LAPLACE

1. DEFINITION

Définition : La transformée de Laplace d’'une fonction causak la fonction F de la variable réelle ou

complexedéfinie par : Rf) = (Lf)(p)= I f (t)e P'dt
0

Remarques : 1. Latransformée de Laplace F n’existe que sidtnale improprej. f (t)e P'dt converge.
0

2. Les fonctions causales utilisées en électrieitélonc dans ce cours) sont de la forme :
f(t) = U(t)t"e™ avecn € E et r € E, elles admettent une transformée de Laplace pou) Re),

3. Dans la pratique pourtant on ne précisera [gagdieurs de p pour lesquelles F(p) existe.

2. TRANSFORMEE DE LAPLACE DES FONCTIONS USUELLES

1) Transformée de Laplace de I'échelon Unitéf(t) = U(t)

Propriété :

La transformée de Laplace de la fonction écheldte @st définie pour p > 0 et on a F(pf2U)(p) :%.

On écrit généralement par abus de langagg(t)] =%.

+00
Démonstration :  Voir le paragraphe B2 : Il faut calculej.re‘ptdt =
0

2) Transformée de Laplace de la fonction rampef(t) =t U(t)
Propriété :
La transformée de Laplace de la fonction rampelé&fiie pour tout p > 0 et on a : F(p)&tU(t)) (p) :#.

+00
Démonstration : Voir le paragraphe B2 : Il faut calcule{rte‘ptdt =
0

3) Transformée de Laplace dé(t) = t" U(t) pour n O N

Propriété :

La transformée de Laplace dert- t" U(t) pourn O IN est définie pour tout p > 0 et on a : F(pYR"U(t)] (p) =

Démonstration admise

4) Transformée de Laplace dé(t) = e * U(t) avecal E

Propriété :

La transformée de Laplace de-t- € U(t) est définie pour tout Re(p) > Re(a) et : F(5f & U(t)] (p) :p—Jlra

Démonstration : (au dos)

p +1.




D. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

1. LINEARITE

Théoreme :  Soientf etg deux fonctions dont les transformées de Laplane%H] et<[g] et k un réel.
. LI+l =<[f] + d.
. Skl = k<[f].

Démonstration :
On utilise la linéarité de l'intégrale.

Propriété :  Pour toutw O IR, on a¥’ [codat) U(t)] (p) :Ff? et & [sin(at) U®)] (p) :pz%wz'

Démonstration :
On utilise les formules d’Euler et la linéaritéltdetégrale :

cos (ot) =

2. THEOREME DU RETARD

On regarde ce qui se passe si le signal, au li@oenencer a I'instarit= 0, commence a I'instaht 7 avecr >0.

Théoreme du retard:  Soitt O IR.
Si F(pYAf(t)] (p), alors/[f(t- DU(t-7)] (p) =e™" F(p).

Démonstration :

On calcule? [f(t— DU(t-7)] (p) = j f(t-7)e ™dt. Posons K) = j f (t - 7)e™dt pour toutx O IR*".
0

0

Application : Transformée de Laplace d’'un signal créneau
5




1sit €]0;1[

On considére le signalf(t) = { 0 sinon

» Exprimer la fonctiorf & I'aide de I'échelon unité :
f(t) =
En déduire la transformée de Laplace du signaleenén
41 (p) =

3. EFFET D’'UN CHANGEMENT D’ECHELLE SUR LA VARIABL E

Théoreme :  Soita []O ; +oof,
Si F(p) £[fOU] (p), alors/[f(a)u(e] (p) =3 F)

Démonstration :

F(p) =<V (p) =f0+°° flau(r) e™ dt.

On pose, pour tout> 0, I(X) = f3< f(at) e dt.

On effectue le changement de variapteat, d’ou dy = adt.

Ainsi I(x) =

4. EFFET DE LA MULTIPLICATION PAR e ™ avec aOIR

Théoréme : Soita OIR.
Si F(p) Z[f()U()] (p), alors#[f(t)e™U(b)] (p) = F(p +a).

Démonstration :
S[fO)EU®)] (p) = f0+°° f(t) e* e dt.

Exemple : Calculer :¢ [te *U(t)] (p)

5. TRANSFORMEE D’'UNE DERIVEE




Théoreme : Soitf une fonction continue sur ]0 of, dérivable par morceaux sur ]J0fret dont la dérivée es
continue par morceau sur |0 %f:

D

Si F(p) #[f(H)U()] (p), alors[f * (HU(1)] (p) = PF(p) (0").

Remarque :
On notef(0") la limite a droite en 0 de

Démonstration :
On suppose quieest de classe’Gcontinue, dérivable et de dérivée continue) 8urof :

g1 QUOTEP) = f= f't) e™dt
On pose pour tow > 0, IX) = f(;( f4(t) e dt.
On procéde a l'aide d’'une intégration par parties :

Exercice : Retrouver la transformée de Laplace de eg¥ €n partant de celle de siat].

Théoréme : Soitf une fonction de classe 6ur ]0 ; +o[, admettant une transformée de Laplace.
Si F(p) & [f(HU()] (p), alors? [f"' (U] (p) = BF(p) — pf(0") - *(0").

Démonstration :
On sait qug"”’ = (f')’
Posons g . Donc g est de classe C1 sur ]0q[+ On peut donc lui appliquer le théoreme précéden

—



6. TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE PRIMITIVE

Théoreme :  Soitf une fonction causale et sqit) = fot f(u)U(u) du la primitive def qui s’annule en 0.

Si F(p) #[fOUC) (p). alorstt] (p) =ZF(p) pour pe 0.

Démonstration : admise

Exercice : Retrouver la transformée de Lapldte- €)U(t) en partant de celle dg'U(t).

7. DERIVEE D’'UNE TRANSFORMEE DE LAPLACE

Théoreme :  Si F(p) =< [f(t)U(t)] (p), alors F '(p) </ [-tft)U(t)] (p)

Démonstration : admise

Exemple : Déterminer la transformée de Laplace de la fonctgt) = t sin t U(t).

8. THEOREMES DE LA VALEUR INITIALE ET FINALE

Théoreme :  Si F(p) =< [f(t)U()](p) et si les limites des fonctions considéréestert, on a :
. Théoreme de la valeur initiale :  linpF(p) =t IimO+ f(t).
p — +oo -
. Théoreme de la valeur finale : IérpF(p) = lim f(t).
p - t - 40

Démonstration : admise

E. CALCUL D'UN ORIGINAL




Définition :  Si F(p) =% [f(t)U(1)] (p), on dit que est I'original de F. On notié) = < ~[F(p)]

Exemple 1: Calculer I'original de F(p):p%

Exemple 2: Calculer I'original de F(p) %

p+4)°
Exemple 3: Calculer I'original de F(p) Tozjer
—2p
Exemple 4 : Calculer I'original de F(p) =& 1
p+ 5

—2p
Exemple 5: Calculer l'original de F(p) L

p+5
Remarque :
On utilise souvent la décomposition en élémentpkEm
, o 1+36&*®
Exemple 6 : Calculer I'original de F(p) ——pg Top+2

gP

1
1. Montrer que : F(p) fp+1)2+1+ 3 (p+D% 1

2. Determiner 'original d p+1)2+1( penser a sih)
3. En déduire I'original de F(p)

Exemple 7 : ,
. +2p+1
Calculer I'original de F(p) £—<L* =
g (p) pz(p2+2)
1 1

1
1. Montrer que : F(p)§+ﬁ—m-

. _ 1 1
2. Déterminer l'original de Zet 5
J b 2p

3. Déterminer 'original de 272) [on utilisera sify/2t) U(t) ]

4. Conclure.

Exemple 8 :
1 1 1

Calculer l'originalde F(p) =——FF+——F~5x————.
4"+ 16p + 17 4 2 1
(p+2)"+3




