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ABSTRACT

This paper presents a model of the dependence structure of storm impact on both “motor” and
“fire” insurance using copulas.
The data are taken from a French Insurance Company.

The paper applies some new techniques, invented by Gary Venter, which allow to select the
more appropriate copula among a set of copulas.

A few functions are introduced in order to highlight different properties of the various
copulas. As these functions can also be approximated from the data, they are used to assess
which copulas more closely capture features of the data.

Thanks to this, we are able to demonstrate that the dependence structure between “motor” and
“fire” insurance can be described with the HRT copula (also called the Clayton “survival
copul@’). This copula has low correlation in the left tail but high correlation in the right, ie for
large losses.

Firstly we estimate the copula parameter without any assumption on the parametric shape of
the marginal distributions.

The same procedure as in the Klugman-Parsa paper “Fitting bivariate loss distributions with
copulas’ isalso used .

Parameters of the bivariate distribution (two for each marginal and one for the copula) are
also estimated with a MLE technique. Goodness of fit tests are performed.

The main difference with Klugman-Parsa paper is that our model is not a “ground-up model”.
The marginals which are linked by the copula are only defined above a certain amount in each
line of business. Thus we may achieve greater accuracy in the tail of the distribution.
Parametric estimation is used to derive some reinsurance premiums. Keeping the same HRT
dependence structure, we change the dependence coefficient to evaluate its impact on the
premium of different reinsurance contracts.

K eywor ds.copul as,windstorms,reinsurance
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INTRODUCTION

La fin du 20eme siécle a éé marquée par de nombreux événements climatiques de
toute premiere importance.
Les tempétes de 1990, dont tout le monde s accordait a I’ époque a dire qu'il s agissait des
tempétes du siecle, en sont un premier exemple. Que dire alors de «Lothar » et de «<Martin »
survenus fin 1999 et qui touchérent la France de plein fouet. «Tempéte du millénaire » ou
«événement exceptionnel » furent les qualificatifs les plus souvent employés.
Toujours est-il que ces événements ont amené assureurs, et surtout réassureurs, a se pencher
de maniére plus approfondie sur ce type de phénomeéne.
Méme s'il est vrai que lorsque surviennent des tempétes, les béatiments sont les principaux
biens assurés endommagés, | assurance automobile constitue également une part non
négligeable du montant total imputable aux tempétes.

Afin de coter certains contrats de réassurance prenant en compte I'impact des tempétes sur les
branches «Automobile» et «Incendie-Tempéte-Gréle-Neige», une estimation de la
distribution conjointe de ces deux types de dommages S avere nécessaire voire impérative. |l
est évident que nous ne pouvons supposer I’ indépendance entre ces deux branches sous peine
d’ aboutir a des résultats erronés.

Jusgu’ a présent la plupart des techniques utilisées présentaient certains inconvénients.

Nous pouvons, atitre d’ exemple, citer I utilisation de distributions bidimensionnelles comme
la Pareto bivariée. Mais dans ce cas précis, les lois marginales seront nécessairement des lois
de Pareto. L’idéal serait donc de pouvoir créer des distributions multivariées et a fortiori
bivariées en choisissant nous-mémes nos lois marginales.

Lathéorie des copulas va nous permettre de répondre a toutes ces attentes.

Le mot copula, dont la signification en latin est littéralement lien, a éé employé pour la
premiere fois en 1959 par Abe Sklar dont le théoréme constitue la clef de volte de toute la
théorie.

De maniere générale les copulas sont des fonctions qui vont constituer un véritable lien entre
la distribution multivariée et leslois marginales.

La premiere partie de cet article présentera la théorie des copulas dans ses grandes lignes,
notamment le théoreme de Sklar, clarifiera la notion de dépendance. Pour des informations
plus précises au sujet de ce concept, le lecteur pourra se reporter a I’ article de Embrechts-
McNeil-Strauman (1999).

Cette partie mettra également en avant les copulas utilisées au cours de notre étude, et
donnera toutes les formules nécessaires a I'estimation de paramétres par la méthode du
maximum de vraisemblance.

D’autre part, des techniques nous permettant de choisir la copula susceptible de correspondre
au mieux a une certaine série de données y seront également exposées.

Dans la seconde partie, nous utiliserons les copulas dans le but d' évaluer une distribution
bivariée des montants « automobile » et « incendie ».
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Les données qui serviront de base a notre éude nous ont été fournies par une grande
compagnie d’ assurance frangaise. La base de données utilisée comprend tous les sinistres dus
aux tempétes sur une période de 11 ans, a compter du ler janvier 1990 jusgu’ au 31 décembre
2000.

Nous déterminerons dans un premier temps la ou les copulas que nous allons juger
susceptibles de convenir gréce aux techniques exposées dans la premiére partie. Nous
déterminerons ensuite la ou les lois marginales permettant la meilleure adéquation possible
dans les branches « Automobile » et « Incendie ».

Enfin, nous estimerons |les parameétres de notre distribution bivariée avec leslois marginales et
les copulas retenues. Ces estimations seront complétées par les tests usuels pour voir si notre
adéqguation est acceptable.

L’une des finaités de cette adéguation a une loi bivariée est I’évaluation de contrats de
réassurance par |la méthode de Monte-Carlo.

Les outils utilisés pour mener a bien cette étude ont été les logiciels SAS (modules Base, Stat)
et Excel.

1 Theorie des copulas

L'objet de cette partie est de donner des bases théoriques sommaires mais néanmoins
nécessaires ala bonne compréhension des copulas.

Nous présenterons tout d’abord le concept de copula et nous donnerons quelques exemples
de celles-ci qui nous serviront par la suite. Nous aborderons enfin la notion de dépendance, et
nous présenterons des mesures de dépendance qui peuvent étre exprimees a partir des copulas.
Nous terminerons en donnant quelgques exemples de fonctions permettant d’ affiner le choix
d’ une copula pour une certaine série de données.

1.1 Définition d’une copula et théoreme de Sklar

1.1.1 Définition d’une copula
Une copula est définie comme étant une fonction de répartition multivariée ayant des lois
marginales uniformes sur [0,1].

Nous nous concentrerons dans cet article sur le cas bidimensionnel, méme si ces définitions
peuvent étre étendues a un nombre de dimensions plus éevé.

C(u,v)=P(U<u,V<v) est donc une fonction definie de [0,1]? vers [0,1] qui vérifie les trois
propriétés suivantes:

1 C(u,v) est une fonction croissante pour chacune de ses composantes u et v
2 C(u,))=u et C(1,v)=v
3 Pour tout ay<ap et b;<b,, nous avons

C(&g,02)-C(&y,b2)-C(ag,b1)+C(an,b1)>0

1.1.2 Théoréme de Sklar
1.1.2.1 Soit F une fonction de distribution en 2 dimensions ayant des marginales Fx ,Fy
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Alorsil existe une copula C telle que pour tout (x,y) e[-o0,o 2

FOxy )=C(Fx(x),F(y))

Deplus, s leslois marginales sont continues, alors cette copula est unique.

Les copulas permettent donc la création de distributions bivariées ayant des lois marginales
définies.
Si C est une copula et Fx et Fy des lois marginales alors C(Fx(x),Fy(y)) est une distribution
bivariée.
La copula pourrait donc se comprendre comme étant la fonction de répartition bivariée des
variables aléatoires Fx(X) et Fy(Y), qui sont ,est il besoin de le rappeler, uniformément
réparties.

1.1.2.2 Lecorollaire de ce théoréme s énonce comme suit :
Définissons F,C, Fx,Fy comme précédemment et notons
Fx™  Fy™ les fonctions quantiles respectives de Fy et Fy

Alors, pour tout vecteur (u,v) €[0,1]?
C(uv)=F(FP(u),R(v))

1.2 Notion de Survival Copula

Lanotation S(x) est trés souvent employée pour décrire lafonction de survie P(X>X).
La fonction de survie conjointe S(x,y)=P(X>x,Y>y) n'est pas 1-F(x,y) comme certains
auraient pu le penser (en fait il s agit de la probabilité P(X>X ou Y>Yy)) mais
S(x,y)=1-F(X)-Fy(y) +F(x.y)
Par analogie, pour une copula nous savons que C(u,v)=P(U<u,V<v), lafonction de survie est
Cq(u,v)=P(U>u,V>v)=1-u-v+C(u,v).
Comme C(Fx(x),Fy(y))=F(x,y), nous obtenons Cs(Fx(x),Fy(y))=S(X.y).
Cs n’est pas une copula dans la mesure ou elle n'est pas nulle au point (0,0), mais que en
revanche elle est égale azéro en (1,1).
Nous définissons alors C(u,v)=Cq(1-u,1-v)=1-(1-u)-(1-v)+C(1-u,1-v)

=u+v-1+C(1-u,1-v)
Ainsi Ci(S(%).S/(¥))= Co(F(X).Fy/(y))=S(x.y)-
Lafonction C; est, quant a elle, une Copula. Nous I’ appel erons donc “flipped” copula (on peut
egalement la retrouver sous le nom de “survival copula’ dans la littérature), et, en appliquant
celle-ci aux fonctions de survie marginales, nous obtenons alors la distribution de survie
conjointe.
Néanmoins, les “flipped copula’ peuvent étre appliquées aux fonctions de distributions
marginales, et avoir ainsi des propriétés inverses ala copulaoriginale.
Un exemple sera présenté dans la suite de cet article.

1.3 Densité des copulas
Nous savons que si elle existe, ladensité f d’ une fonction de distribution F est définie comme
suit:

_0 F(xy)
f(X,Y)— axay
L’ expression de le densité de la copula gue nous noterons ¢ ou C;» S exprime donc comme
suit

Tempétes :Etude des dépendances entre les branches Auto et Incendie al’ aide de la théorie des copulas page4




oClu v

Ladensitef de F s exprime alors

1 Y)=C(Fx (), Fe(y ) Bx< i(y)

Cette formule prendra toute son importance lorsque nous effectuerons des estimations
paramétriques par la méthode du maximum de vraisemblance.

1.4 Distribution conditionnelle et Copulas

Les distributions conditionnelles peuvent également s’ exprimer al’ aide des copulas.
Notons C;(u,v) ladérivée de C(u,v) par rapport a u.

_ oC(u,v)

C,(u,v

1(U,V) o
Si ladistribution jointe de X et Y est F(x,y)=C(F«(x),F,(y)) aors la distribution conditionelle
de Y | X=x est donc Fy|x(y)=Ci(F(X),Fv(y)).

Nous verrons ultérieurement que s C; est inversible, aors la ssimulation de probabilités
jointes pourra étre faite en utilisant cette propriété.
Cette formule revét donc également une importance capitale.

1.5 Le coefficient de corréation de Kendall et le concept de Tail dependence

Lorsgue I’ on évoque la dépendance, le premier mot qui vient généralement al’ esprit est celui
de coefficient de corréation linéaire.

Ce coefficient de corrélation linéaire, également connu sous le nom de coefficient de
corrélation de Pearson, est en effet le plus couramment utilisé.

Ce coefficient est tout a fait approprié lorsque nous étudions des distributions normales ou de
Student multivariées, mais celui-ci perd de son intérét s le modéle est différent.
Malheureusement, les distributions dans le domaine de I’ assurance suivent trés rarement de
telleslois.

Nous présenteronsici un autre coefficient de corréation, asavoir le coefficient de Kendall qui
présente |’ avantage de demeurer inchangé sous I’ hypothese d’ une transformation strictement
croissante des variables aléatoires.

Une mesure de dépendance doit en fait nous permettre de nous faire une idée de la structure
de dépendance entre deux variables aléatoires, et ceci exprimé al’ aide d’ un seul nombre.
Nous examinerons également les notions de “tail dependence” ou de dépendance de queue,
trés importantes dans I’ éude des dépendances entre les valeurs extrémes et directement
associés aux copulas.

1.5.1 Le coefficient de corrélation de Kendall

Soit (X,Y) un vecteur aéatoire et notons (X’,Y") un vecteur en tout point identique.

Le t de Kendall est tout simplement |a probabilité de concordance moins celle de discordance,
asavoir

T(X,Y)=P((X-X")(Y-Y")>0)-P((X-X")(Y-Y")<0)
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Ce coefficient ne dépend donc que du rang de chaque observation, c’est pourquoi il est
invariant par transformation croissante des variables aléatoires, que celle-ci soit linéaire ou
pas.

Si (X,Y) a pour copula C, aors ce coefficient se détermine uniquement en fonction de la
copulapar :

(X,Y) = 4Jl. Jl.C(u,v)c(u, v)dudv —1=4E[C(U,V)]-1

1.5.2 Le concept de Tail dépendence.

Cette notion est tres importante dans I'éude de la dépendance asymptotique entre deux
variables aléatoires. Cela va nous permettre de voir le niveau de dépendance dans les valeurs
extrémes (upper tail dependence) et dans les valeurs petites (lower tail dependence). Nous
n’aborderonsici que le premier cas de figure.

L’ objet est donc I’ étude de la dépendance dans la queue commune de la distribution bivariée.
Prenons donc deux variables aléatoires continues X et Y ayant pour fonction de distribution
respectives F, et Fy.

Le coefficient d "upper tail dependence” de X et Y est défini par

P(Y > F U)X > Fgl(u)): lim,_, C(uu)—2u+1

A =lim
u— 1 1—U

-
s toutefois cette limite A € [0,1] existe.

La quantité A est une fonction de la copula et est donc invariante par transformation
croissante.

Si A €]0,1], il existe aors une dépendance asymptotique.

S A=0, on dit qu'il y aindépendance asymptotique.

A titre d'exemple, pour les copulas de Gumbel ou HRT que nous présenterons dans les pages
qui suivent, le coefficient d’ upper tail dependence sera respectivement de 2-2"2 et 1/2% .

1.6 Exemples de copulas

Les principales propriétés des copulas ayant éé définies, nous pouvons désormais en
présenter quel ques exemples.

L’ échantillon proposé ne sera bien entendu pas exhaustif, mais nous tacherons de présenter
les Copulas les plus célébres et celles qui présentent un intérét dans |’ étude des distributions
de montant de sinistres.

Si I’on fait abstraction des copulas triviales comme la copula d’ indépendance (C(u,v)=uv) la
copula de dépendance totale positive (C(u,v)=min(u,v)) ou négative (C(u,v)=max(u+v-1,0)),
NOUS pouvons citer :

1.6.1 Lacopula Normale

Cette copula fait partie de la famille des copulas eliptiques (de méme que la Copula de
Student que nous ne présenterons pas). La copula d’ une distribution normale bivariée (avec p
comme coefficient de correlation) est définie comme suit:

otu)  @(v) 2 12
S (uv) - 1 o {tl +12 - 2ptt,

I e R 1o }dtldtz

avec, -1<p<1 et ¢ lafonction de distribution de laloi normale.
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Ladensité s écrit alors

exp[g[p%b-l(ur+p2q>-1<v>2—zp@-%u)@-l(v)D

2 1- p?

Ga _
==

Il est tres facile de simuler une paire de variable aéatoire (U,V) ayant pour distribution jointe
la Copula Normale.

La premiére étape consiste a simuler une paire de variable aléatoire (X,Y) ayant pour
distribution la loi normale bivariée N(O,R). R étant la matrice de corrélation ayant p comme
élément non diagonal, et 1 sur ladiagonale.

En prenant ensuite U=®(X) et V=d(Y), alors (U,V) aura pour distribution la copula Normale.
L e coefficient de correlation de Kendall est

t=(2/m)arcsin(p).

T TR
. _.'.-1;-.:;_1{.1.'
U T SN TN
L _'f.l '||I-_.
PR
"5 T -I'l.-. %" J st
.‘r - L3 - L] *

T

Smulation de 800 paires ayant pour distribution la
copula C%,« et des lois marainales uniformes

1.6.2 Les copulas archimédiennes

Il s agit d’une famille de copulas assez particuliere, puisgque les éléments de cette famille sont
générés a partir d une fonction ¢ que |’ on appelle également générateur de la copula

Cette fonction ¢ est continue, strictement décroissante de [0,1] vers [0,«],telle que ¢(1)=0 et
convexe.

Nous obtenons une copula en prenant

cw(u,v):{(ﬁ_l(w(UW(V)) s pfuprolviel0)

0 sinon

Enfait, cen'est ques
fimelt)=+=0

que C,(u,v)>0 (sauf lorsque u ou v est égal a0).

Nous en présenterons ici trois d’ entre elles, a savoir la copula de Frank, la copula de Gumbel
et celle de Clayton.

1.6.2.1 Lacopulade Frank

Prenons
ed_1
t)=—In
(1) (ea_lj
avec a-0.

Nous obtenons ainsi la copula de Frank qui est donc définie comme suit:
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1 (e -1)e>-1)
C,(u,v)= aln(1+ e 1 j
Les cas limites sont donc les suivants:
lim__ C,=C\lim_,C,=C"™lim__ C,=C"
En définissant g,=e -1 nous obtenons:

Cl(U,V) — GC(U,V) — gugv + gv

8U gugv +gl
et finalement
1+9g
c(u,v) =—ag ”*Vj
! (gugv +gl)2

Nous rappelons a nouveau que le calcul de la densité est trés important dans la mesure ou
celle-ci va étre utilisée ultérieurement pour des estimations de paramétres par la méthode du
maximum de vraisemblance.

La copula de Frank étant la seule copula Archimeédienne a respecter I’ équation C(u,v)=Cx(u,v)
(cf 1.3), celle-ci risque de ne pas étre toujours appropriée a des applications dans le domaine
de I’ assurance.

Pour ssmuler des paires (u,v) ayant comme distribution la Copula de Frank, nous pourrons
utiliser la distribution conditionnelle.

La démarche a suivre consiste donc a simuler indépendamment u et p toutes deux issues de la
loi uniforme sur [0,1] . Mais ici p sera compris comme une réalisation de la distribution
conditionnelle de V |u. Comme cette distribution n’est plus ni moins que C; , v sera
déterminé en résolvant I équation v=Cy(p| ).

C, étant inversible, v se détermine alors ains

v=—}ln 1+ Ph
a 1+9,2-p)

Echantillon de paires (u,v) distribuées avec une copula de
Frank (Tau=0,5)

>05F

Une fois u et v simulés, nous pouvons simuler des réalisations des variables X et Y en
inver sant tout simplement les distributions marginales, ¢'est a direen prenant

x=Fx(u) et y=Fy™(v).

L e coefficient de corrélation de Kendall que nous définirons dans la partie suivante, se définit,
pour la copula de Frank de la maniére suivante:
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@) =1-2+2 —dt
a a

Laderniére partie de I’ expression est également connue sous le nom de fonction de Debye.

1.6.2.2 La copula de Gumbel
Prenons comme générateur

o(t) = (=In(t))*

avec a>1. Cette fonction satisfaisant a toutes les conditions du théoreme sur les copulas
archimeédiennes, nous pouvons générer la copula de Gumbel en prenant:

C.u) e ~[-n) + iy ]

Les cas limites suivant la valeur du parametre sont donc:

lim_,, C,=C",C_=C"

Ladérivée par rapport ala composante u s écrit:

C(uV)=CUV)[(-In U2 +(-In V)2 T2 (-In u*Yu

Et ladensité

c(u,V)=C(uV)u v (-In u)®+(- In V)3 2?9 (In u) (In V)]*Y1+(@-D)[(-In u)® +(-In v)T V8

et t1(a)=1-1/a

En revanche, la distribution conditionnelle C; n’'est pas inversible. Il existe néanmoins une
technigue de simulation propre aux copulas archimeédiennes.

Définissons tout d’ abord pour tout t €[0,1] lafonction:

K(t) =t o(t)

¢ (1)
Supposons qu’'un vecteur aléatoire (U,V) ait pour fonction de répartition une Copula
archimédienne, alors cette fonction K sera tout simplement la fonction de répartition de la
variable aléatoire C(U,V).

e |"- Simulation de paires (u,v) ayant pour
i distribution la copula de Gumbel(a=2)

La densité de la copula de Gumbel (a=2) sur une échelle logarithmique

Dans e cas de la Copula de Gumbel, cette fonction sera donc:
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K (1) = t(1— SIn(t))
a

Laprocédure a suivre pour simuler des paires (u,v) est donc
e Simuler indépendamment s et g suivant laloi uniforme U(0,1)
e Déterminer t=K.*(q)
e Prendre u=¢"(s (1)) et v=¢p"((1-5) (1))

La détermination det ne peut se faire que par résolution numérique de I’ équation, et donc par
une méthode itérative.

1.6.2.3 Lacopulade Clayton
Prenons

o(t)=alt™*-1)
avec a>0.

Nous obtenons ainsi la copula de Clayton
AR AR
Ca(u,v):(u dt+v a—l)
Les cas limites suivant la valeur du parametre sont donc:
; __ r~ind s __u
lim,, =C™,lim_,=C
La dérivée premiére par rapport au s écrit:
_1- _ _ a—1
Cl(u,v) —u? 1/a[u Va _\,Va _1]
et aing ladensité s exprime:
1 1 _ _ a
C(U,V): (1+ 7) (UV) 1-1/a (u 1/a+v 1/a_1) a-2
a

et 1(a)=1/(2a+1).

Echantillon de paires (u,v) distribuées avec une
copula de Clayton (a=0,5)

Latechnique de simulation utilisée est la méme que pour la copula de Frank, sauf que dans ce
cas I a V:[(pul+1/a)l/(—a—l)_u—ﬂa+1] —a-

Il est visible sur cet échantillon qu’il y a une importante concentration de points pres de (0,0).
Cette copula aurait donc tendance a “corréler” entre eux les petits sinistres et pas du tout les
gros. Celava al’ encontre de ce que nous recherchons lorsque nous étudions des distributions
de montants de sinistres.
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L’idée serait donc de définir une copula présentant des propri tés opposees.

Nous avons défini dans les pages précédentes la notion de “survival Copula’.

Nous allons donc appliquer cette formule pour obtenir la copulaHRT “heavy right tail”.
1.6.3LacopulaHRT

Cette copula est donc définie comme étant la“ survival copula” de la copula de Clayton.
Elle s écrit donc:

C.(uv)=u+v—-1+(1-u)y ¥+ @-v) 2 1)
et par suite

C,(u,v)=1- [(1— u) (- v)f% _1]”(1_ uy e

a

|a densité étant donc
c0)= (L ) () + @) -] [a-ua v

et 1(a)=1/(2a+1), comme pour la copula de Clayton.

Echantillon de paires (u,v) distribuées avec une
copula HRT (a=0.5)

= THHTS

La densité de la copula HRT sur une échelle logarithmique(a=0.5)

Comme pour la plupart des autres copulas présentées jusqu’a présent, la distribution
conditionnelle C; est inversible.

Dans ce cas précis, v est déterminé a partir de u et p en prenant :

V=L (1-(2-U) 0 [(1-p) (Lou) e

La copula HRT ayant été concue dans cette optique, la concentration de points prés de (1,1)
est la plus importante. Avec cette structure de dépendance, les gros sinistres auront tendance a
survenir ensemble.

Bien gqu'il sagisse d' une Survival Copula, elle peut étre utilisée comme une copula a part
entiére (Venter 2001).

Comme le montrent la simulation effectuée et le graphique représentant la densité de cette
copula, celle-ci présente une densité de probabilité plus élevée aux abords des points (0,0) et
surtout (1,1).

Cette copula pourrait donc éventuellement convenir dansle cadre d’ études de distributions de
montants de sinistres (avec dépendance pour les montants importants).
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1.7 Lechoix dela bonne copula

Au vu de toute la théorie exposée précédemment, nous sommes en droit de nous demander
guelle copula pourrait le mieux correspondre a une certaine série de données.

Deux copulas ayant le méme coefficient de corrélation de Kendall peuvent en effet avoir des
comportements tout afait différents. Il suffit pour s en convaincre de jeter un bref coup d’ cal
aux graphiques des simulations présentés dans la partie précédente.

Nous alons donc dans cette partie donner quelques méthodes nous permettant de faire le tri
parmi les copulas afin de ne choisir que celles qui pourraient présenter des caractéristiques
semblables a celles de notre série de donneées.

En fait, nous alons exposer plusieurs fonctions, dont certaines ont été exposée par Gary
Venter (2001) et qui auront des caractéristiques tout afait différentes selon la copula choisie.

Ces fonctions pouvant également étre établies de facon empirique, uniquement a partir
du rang de chaque observation , une simple comparaison graphique nous per mettra de
neretenir qu’une ou deux familles de copulas pour la poursuite de notre étude.

1.7.1 Lafonction K(z)

Cette fonction, qui a dé§ja été évoquée dans notre présentation de la copula de Gumbel, n’est
ni plus ni moins que lafonction de répartition de la variable aléatoire C(U,V).

Il a été démontré que pour une copula de type archimédienne, cette fonction se définissait
comme suit :

K@=z-22

=0
Dans le cadre des copulas archimédiennes présentées auparavant cette fonction K(z) est donc
la suivante

Gumbel Frank
K.(2) = z(1- TIn(2)) K.(2) = z+1ln{l_ e_a}
a a |1-e
Clayton

K,(2) = z+az{1-2"'*)

Supposons maintenant que nous disposions d’un échantillon d’ observations (X1,y1)...(Xn,Yn)
issu d'un vecteur aléatoire (X,Y).

Pour établir un estimateur non-paramétrique de la fonction K a partir de cet échantillon, la
procédure a suivre consiste a:

1 Définir la pseudo-observation z; pour chaquei=1...n
, nombrede paires {x;,y, f tellesquex; <X, ety, <V,

! n-1

2 Définir I’ estimateur non-paramétrique de K comme suit

{nombre de z, < z}
n

Kn(2) =
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Cette estimation non-paramétrique de K pourra ensuite étre comparée graphiquement aux
versions paramétriques de K pour les différentes copulas archimédiennes.

Le paramétre « a » de la copula pourra étre établi, par exemple a partir du coefficient de
Kendall empirique de I’ échantillon.

En effet nous avons vu qu'il existe une relation directe entre le coefficient de Kendall et le
parametre de la copula. Il suffit donc simplement de résoudre une équation pour déterminer le
parametre de la copula, méme si cette opération peut se révéler un peu plus délicate dans le
cas de la copula de Frank par exemple.

Une autre méthode pour déterminer ce paramétre pourra étre celle du maximum de
vraisemblance gue nous utiliserons plusloin.

1.7.2 Lafonction J(z) ou de Tau cumulatif

Cette fonction est basée sur le coefficient du T de Kendall dont nous rappelonsici laformule :
11

t=-1+ 4I jC(u,v)c(u,v)dudv
00

L’idée a ensuite consisté a définir une fonction de t cumulatif en prenant :

C(u, Vv)c(u, v)dudv

O =N
O Sy N

J2)=-1+4 Cz.2)

Il est clair que J(1)=r.

On constate des différences notables dans le comportement de la fonction J(z) pour les
différentes copulas, la fonction J(z) peut démarrer avec une faible corrélation (HRT) ou une
corrélation plus importante (Gumbel). Nous n’ avons pas représenté la copula de Clayton dans
la mesure ou J(z) est représentée trés rapidement par une ligne horizontale dont la valeur est
bien entendu égale a 1. Ceci S explique aisément dans la mesure ou la copula de Clayton
possede un coefficient de «right tail dependence» et donc la « dépendance est surtout
concentrée pres du point (0,0) ».

L’intérét de cette fonction réside la encore dans le fait gu’une version empirique de celle-ci
puisse étre établie.

Nous allons, comme pour lafonction K(z), donner la procédure pour établir lafonction J(z) de
maniere empirique. Considérons le méme échantillon d’ observations (X1,y1)...(Xn,Yn) . Notons
rang X; le rang de la i-eéme observation dans I’ ensemble des valeurs xj,...,Xn. La procédure a
suivre consiste a

1 Transformer les données (xyi) en (u,v;) en prenant (u;,v)=({rang x}/(n+l1), {rang

yi}/(n+1))
2 Définir C(z,2) en prenant

nombre de paires{u;,v, ftellesque u, <z e v, <z

C(z,2) = -

ce qui revient a prendre lafonction de répartition empirique des données transformées en (1).
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3 Définir la pseudo-observation z; pour chaque i=1...n comme précédemment

7 = nombre de paires{xj,yj}tellesque X; <X ety <y,
L n-1

4 Définir ensuite la quantité

I(z):%zn:(zi x1{ui<zetvi<z})

5 Nous définissons ensuite J(z) par
41(2)
C(z,2)?

J(z)=-1+
Il ne reste plus gu'a comparer la version «empirique» ains obtenue a la version
« paramétrigue » de J(z) pour différentes copulas.

1.7.3 Lafonction M(2)
Posons

z 1 ' d d
M(2) = E(V|U < Z):J.u:o J,, ve(u,v)dudv

z

Comme E[V]=1/2, quelle que soit la copula choisie, lafonction M vérifieraM(1)=1/2.

La différence entre les copulas se fera donc au niveau des petites valeurs de z et al’allure de
la courbe au fur et a mesure que I’ on approche du point z=1.

La procédure a suivre pour calculer cette fonction a partir des données (X1,y1)...(Xn,Yn)
consistea:

1 Définir D(z) en prenant

D(Z)Zil{Ui <z}

2 Définir N(z) suivant laformule

N(z):zn:l{ui <zpw

3 Soit M(2)=N(2)/D(2).
Il est évident M(1)=1/2 puisque

N(1) = 1 Zi= 1 ><n(n+1):D
n+145 n+1 2 2

Et comme D(1)=n, on retrouve bien M(1)=1/2 .
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1.7.4 Lesfonctions L (2) et R(2) ou “ Tail concentration functions’

Nous nous sommes déja penchés précédemment sur les concepts de “upper tail” et “lower tail
dependence’. Les fonctions que nous allons présenter maintenant sont totalement basées sur
ces concepts.

Pour tout z appartenant a (0,1), nous définissons

L(2)=P(U<z,V<2)/22 et R(2)=P(U>2,V>2)/(1-2)?

Ces fonctions mettent donc en valeur la “concentration de probabilité” aux abords des points
(0,0) et (1,1). Cellesci peuvent donc se traduire trés facilement en termes de copulas,
puisque:

L(2)=C(z,2)/22 et R(2)=(1-2z+C(z,2))/(1-2)=

Nous avons expliqué précédemment (lors de la présentation de la fonction de tau cumulatif)
comment calculer C(z,z) a partir des données. Etablir la version non-paramétrique de ces
fonctions ne pose donc a priori aucun probleme.

Les graphiques de ces fonctions sont présentés ci-dessous pour différentes valeurs du tau de
Kendall.

Nous savons que R(0)=L(1)=1, donc ces fonctions pourront tres facilement étre différenciées
I”une de I’ autre.

Une constatation simpose d’emblée au vu de ces graphiques: plus le T de Kendall est
important, plus les valeurs de ces fonctions sont élevées aux abords des points dits
intéressants (a savoir O pour L(z) et 1 pour R(2))

Comme nous pouvions nous y attendre, les graphiques des copulas HRT et Clayton sont
parfaitement symétriques.

La copula de Gumbel présente une forte concentration dans les deux queues, méme si celle de
droite est de loin la plus épaisse. Au fur et a mesure que la corrélation diminue, I'importance
relative de la queue a gauche décroit par rapport a celle de droite.

Lacopula HRT présente une concentration a droite aussi importante que la copula de Gumbsel,
mais a gauche celle-ci est quasiment nulle.

Lacopulade Frank est, quant a elle, totalement symétrique.

Nous venons donc de passer en revue les différentes fonctions qui serviront de préliminaire a
notre étude. Nous sommes maintenant en mesure d’ éudier le phénomene des tempétes en
utilisant ces copulas.

2 Adéguation a uneloi bivariée gréace aux copulas

2.1 Présentation des données utilisées

Nos données sont issues des fichiers «sinistres tempétesindividuels» d’ une grande
compagnie d assurance francaise ventilées entre les branches «Incendie» et
« Automobile ».

Notre historique se base sur la période du 1% janvier 1990 au 31 décembre 2000, soit une
période de 11 ans et comprend des sinistres majeurs comme la tempéte du 3 février 1990 et
les deux tempétes de fin décembre 1999 (Lothar et Martin) .

Nous avons ensuite procédé a un regroupement des sinistres individuels par période de trois
jours conformément a la clause horaire en vigueur en matiere de réassurance.
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Nous avons enfin réalisé une actualisation de ces montants de maniére a les homogénéiser.
Nous avons pour ce faire tenu compte, entre autres, de I'inflation, de I’ évolution du nombre
de polices du portefeuille et des variations des montants des franchises.

Un indice d'inflation propre a chague branche a été utilisé, a savoir I'indice FFB pour la
branche « Incendie » et un indice du colt de réparation automobile pour la seconde branche.
Nous avons, sur la base de travaux internes de C.Levi reconstitué le montant des événements
aniveau de franchise égal. En effet une diminution ou une augmentation de la franchise a un
impact tant au niveau de la fréquence que du colt moyen des sinistres individuels. Il
convenait donc d’ effectuer un réagjustement pour estimer le colt des tempétes pour un niveau
de franchise équivalent.

Nos données ne sont donc en aucun cas censurées, puisque nous disposons de I’ ensemble des
événements et du colt occasionné ala compagnie.

2.2 Modéle utilisé.

Le principal probléme auquel nous nous sommes retrouvés confrontés a été le nombre
impressionnant d’ événements «tempéte » ainsi reconstitué.

En fait, nous avons dénombré plus de 1100 tempétes, soit a peine moins que le nombre de
périodes de 3 jours compris dans une période de 11 ans.

La garantie tempéte est donc tres souvent touchée.

Nous noterons (x;,yi) |es montants occasionnés par ces tempétes aux branches « Incendie » et
« Automobile ». x; correspondra donc au montant occasionné par la i®™ tempéte a la branche
« Incendie » alors quey; représentera les dommages subis par la partie « Automobile ».

Nous noterons par la suite

e X labrancheincendie.

e Y labranche automobile.
Il 0’ était pas raisonnable de prendre en compte la totalité de ces événements, certains de ces
événements ne résultant en fait que d’ un simple coup de vent tout afait localisé et
n'ayant de fait pas droit a I’ appellation de tempéte au sens météorologique du terme. C’est
pourquoi nous avons adopté |e schéma de modélisation suivant

A

Modélisation de (X,Y) grace
alathéorie des copulas.

A 9P UOIESIRPOA

Modélisation de X

dx et dy représentent des niveaux de sélection.

Nous avons en fait choisi de retenir les deux niveaux de sélection suivants:
e Tempétes dépassant le montant de 1 000 Francs en Auto et en incendie. (casl)
e Tempétes dépassant 17 500 Francs en Auto et 570 000 Francs en incendie. (cas2)
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Nous présenterons dans cet article que les résultats obtenus pour le premier niveau de
sélection, c'est a dire en conservant un nombre de données important. Mais la méthode a
suivre demeure exactement la méme quel que soit le nombre de données retenues.

La démarche que nous avons suivie pour modéliser (X,Y) aété lasuivante:

e Identification de laou des copulas a utiliser.

e Détermination de la ou des lois marginales correspondant au phénoméne gréace a la
méthode du maximum de vraisemblance.

e Veéification delaqualité de |’ gjustement de ces lois grace au test du Khi-Deux.

e Utilisation conjointe des copulas et lois marginaes retenues pour estimer les
paramétres de notre distribution bivariée par la méthode du maximum de
vraisemblance.

e Vérification delaqualité de |’ gustement.

De plus nous avons également effectué une adéquation de laloi marginale de X lorsque Y est
inférieur a dy, et vice-versa. Ces simples adéquations n’ étant que d’ un intérét relatif, nous ne
présenterons pas ces résultats.

2.3 Identification de la copula a utiliser

Nous ne retenons dans un premier temps, que les tempétes dont le montant a dépassé 1 000
Francs alafois dans la branche Auto et dans la branche Incendie.

Nous travaillerons cependant en milliers de francs (KF). Le nombre de tempétes répondant a
ces conditions est de 736.

A toutes fins utiles, le graphique représentant les montants dans les deux branches est le
suivant:

Les 736 Tempétes ayant un coQt supérieur & 1000 Francs
dans les deux branches.

100 000

RS
oo 407

10 ¢+ °
b

1 10 100 1000 10000 100000 1000 10 000
MR en KF 000 000

Ce nuage de points montre de maniere évidente qu'il existe bien une dépendance entre ces
deux branches.

Let deKendall empirique est de 0,243.

Le p de Pearson est de 0,877.

Ces deux coefficients sont significativement différents de 0.

Nous allons maintenant estimer le parametre d association pour différentes copulas sans faire
d’ hypothéses sur laforme paramétrique des lois marginales.

Notons donc n e nombre de nos observations (soit 736).

La méthode consiste donc a transformer notre série de données (x;,yi) {i=1...n} en (u,v;) en
utilisant pour celalafonction de répartition empirique.
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[l suffit, pour ce faire, de repérer le rang de chaque X; et y; dans leurs branches respectives et
delediviser par (n+1).

Copula Auto-Incendie
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Ensuite, nous pouvo ‘ ‘ ‘ ‘ vraisemblance (en fait
0 0,2 0,4 U 0,6 0,8 1

CMLE :canonical parametre de notre copula.
Conformément aux notations adoptées dans notre seconde partie, nous noterons celui-ci « a ».
Donc,

n
a=argmax Y Inc(u;,v;;a)
i=1
ou c représente la fonction de densité de la copula
Nous allons donc estimer |le paramétre pour les copulas de Frank, Gumbel, Clayton, HRT, et
enfin la copula normale. Ces cing copulas ont été retenues essentiellement pour des raisons de
notoriété.
Les fonctions utilisées pour la densité sont celles qui ont été précédemment exposées.
L es résultats obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance sont donc les suivants :

Gumbel |[Normale [HRT Frank Clayton
Paramétre 1,323 0,378 1,445 2,318 3,378
Log Vraisemblance |77,223 |55,428 [84,070 |50,330 |16,447
7 de Kendall 0,244 0,247 0,257 0,245 0,129

Comme pour ces cing copulas la relation entre le parametre et le t de Kendall est
« bijective », nous avons également mentionné dans le tableau la valeur de t résultant de cette
maximisation.

Par ailleurs, nous avons établi les versions non-paramétriques des fonctions J(z), M(2), K(2),
R(2) et L(z) exposées précédemment.

Nous pouvons les comparer aux versions paramétriques obtenues en prenant les parametres
trouvés ci-dessus.
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—K(z) empirique

- K(z) frank
A K(z) Gumbel
x K(z) Clayton

Gumbel
Frank
Clayton
HRT

—— M(z) empirique
® M@ HRT
M(z) Gumbel
M(2) Frank
M(z) Normale

—— J(z) empirique
o J(@z) HRT
4 J(z) Gumbel

% J(z) Frank

1000

100

10

0,1

Gumbel
Frank
Clayton
HRT

—— Empirique
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Au vu des graphes présentés et de la valeur de lafonction du logarithme de la vraisemblance a
son maximum, il apparait que deux copulas pourraient effectivement correspondre & nos
données.

La meilleure candidate est sans conteste la copula HRT puisque ' est elle qui maximise « le
mieux »la fonction de vraisemblance, et se rapproche au plus pres des différentes fonctions
indicatrices calculées. Il semble d'ailleurs, au vu du graphique nommé « Copula Auto-
Incendie » que la seule concentration visible de points se trouve aux abords de (1,1), ce qui
corrobore le fait que cette copula soit la plus appropriée.

Nous allons néanmoins garder la copula de Gumbel, car au vu du graphe de K(z) il s'agit dela
meilleure copula Archimédienne, et en terme de vraisemblance elle se place en seconde
position. La fonction R(z) nous montre bien que son comportement « a droite » est similaire a
celui de la copula HRT, méme s «a gauche» elle ne retranscrit pas tout a fait le
comportement exact du phénomene observeé.

Ceci est d0 au fait que la copula de Gumbel induit également une dépendance entre les petites
valeurs de u et de v, et expligue sirement pourquoi la courbe de J(z) passe |égerement au
dessus de la courbe non-paramétrique.

2.4 Déermination deslois marginales
Comme nous n'avons pris en compte que les données a partir d'un certain seuil, il est
nécessaire d’ utiliser des lois tronquées.
Une loi tronquée a gauche au seuil dx est définie de la maniere suivante :
Supposons que X soit une variable a éatoire continue ayant F, comme fonction de répartition.
Nous définissons la variable aléatoire tronquée T de fonction de répartition Fry en prenant
Tyx=X s X>dx, et Ty est non définie dans |e cas contraire.
Lafonction de répartition de T est donc la suivante :

)=P(X <x|X >dx)= B30 = (dx)

1-F (dx)

et 0 sinon. Pour une loi donneée, et en notant 6=(01,02,...,0n) le vecteur des paramétres de cette
loi, lafonction de log-vraisemblance & maximiser est la suivante :

n fy (X:0)
,lel (1 K (dx; 9))

Nous avons grace a un logiciel développé chez Guy Carpenter effectué cette opération pour
guatorze lois différentes.
Leslois marginales testées furent les suivantes :
e Loisaun paramétre : Exponentielle, Pareto simple, Generalized Extreme value limit.
e Lois a deux paramétres: Gamma, Weibull, Gamma Inverse, Log Gamma, Inverse
Weibull, Loglogistique, Paralogistique, Inverse Paralogistique, Log-Normale.
e Loisatroisparametres: Burr, Inverse Burr.

s X>dx

Le critere de sélection du logiciel est appelé HQ, il est égal ala valeur absolue de la fonction
de log-vraisemblance a son maximum a laquelle on rgjoute le produit entre le nombre de
parametres et le logarithme du nombre de données divisé par 2r. Ce critére, tout comme le
critéere SBIC ((-2*log-vraisemblance)+nombre paramétres*In (nombre données)), pallie la
faiblesse du critere AIC((-2*log-vraisemblance)+2* (nombre parametres)), qui tend a
accepter un model e avec un grand nombre de paramétres si I’ échantillon est large.
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Les deux lois que nous avons retenues aussi bien pour la branche Automobile que pour la
branche Incendie sont leslois Loglogistique et Paral ogistique.
Les fonctions de répartition et les densités de ces lois sont |es suivantes :

Laloi L oglogistique
1

(1]

Laloi Paralogistigue

Fx (X) =1-

F (X) =1-

: [
raNG f ()= 9
1+ 5 X( ) e « Ja Jo+l
0 1+ (j
0
En fait ces deux lois, ne sont que des cas spéciaux de la fonction de distribution Burr qui est

elle plus connue et dépend de 3 parameétres.
Laloi Burr

) |

Cette loi est de type « heavy tailed distribution » ou loi a queue épaisse. Laloi Paralogistique
est donc une loi Burr avec la contrainte p=o? , et laloi Loglogistique satisfait la contrainte
B=o.. Néanmoins, nous n'avons pas retenu la loi Burr, car la maximisation de la log-
vraisemblance par cette loi nécessitait une amélioration d’ au moins 4,76 (=In(736/2r)), ce qui
N’ apas été le cas.

Fx (X) =1-

=R

L’ estimation des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance a donc conduit
aux résultats suivants:

Incendie Automobile

Loglogistique Paralogistique |Loglogistique |Paralogistique
estimateur de théta 97,690 71,574 18,245 19,245
estimateur de alpha 0,771 0,703 1,063 1,087
Max Log vraisemblance|-5 088,752 -5 089,080 -3 587,450 -3 587,442
Critere HQ 5098,279 5 098,606 3 596,976 3 596,969
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2.5 Vérification dela qualité des ajustements

Cetest est e test d’ adéquation le plus communément employé.

Nous utiliserons les notations usuelles.

Ho I:x (X) = F(X; 9)

H, F(x)=F(x;0)

Nous avons décidé de faire une partition de notre échantillon en 16 intervalles aussi bien dans
la branche Incendie que pour |a branche Automobile.

Le nombre de degrés de liberté de notre loi du khi-deux est par conséquent de 13 puisgque
deux parametres ont été estimeés pour chaque loi et pour chague branche.

Lavaleur critique au seuil 0,05 est donc de 22,36 dans tous les cas.

Automobile Incendie

Paralogistique  [Loglogistique Paralogistique [Loglogistique
Stat du Khi-deux |16,484 16,639 17,750 17,272
valeur critique {22,362 22,362 22,362 22,362

Au vu des résultats, I’ hypothese H, n’est pas rejetée quelque soit la branche. Le graphigue ci
dessous présente I’ ajustement des données Automobile sur une loi paral ogistique trongquée.

Loi Marginale Auto

1
0,9 1
0,8 1
0,7 / — Paralogistique
0.6 tronquée
05 1 - empirique
0,3
g
0,1 1

0 T T T T

1 10 100 1000 10000 100000

2.6 Détermination des parametres de la distribution bivariée.

Nous alons donc conserver pour estimer au mieux les paramétres de notre distribution
bivariée la copula HRT ainsi que la copula de Gumbel, et auss les lois marginaes
paral ogistique et loglogistique.

Nous avons vu, gue, dans un cadre général, ladensité de (X,Y) se présentait sous laforme:
f(x,y) =15 (x) Ty (y) c(F (%), R, (y))

ou c représente la densité de la copula, Fx et Fy les distributions marginales de X et Y
respectivement, et fx, fy leurs densités marginales.

Nous notons toujours 0 le vecteur des paramétres. Dans le cas présent la dimension de ce
vecteur est de 5x1 puisgue nous avons en fait deux parametres a estimer pour chague loi
marginale plus |le paramétre de dépendance.

En notant 6x et By les composantes du vecteur 0 relatives aux lois marginalesde X et Y, la
fonction de log-vraisemblance devient par suite:
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ZIn F (x,;0,4),F (y;;0,);a ZInf (x;0,) ilan(yi;O
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Comme dans notre cas nous avons utilisé des |ois marginal es tronquées, notre fonction de log-
vraisemblance a maxi mi ser prendralaforme:

Fe(dx) F (yi))-F fx X) Sy fv(v)
Z'(‘{ ) 1yF<dy D 2' (60" 2" R (o)
Zm( ofF. ( (y,) )+ Zlnf me

Par sou0| de clarté, nous n’avons pas falt apparaltre dans la formule de log-vraisemblance les
composantes du vecteur 0.

Il parait peu probable que I’on puisse trouver une solution anaytique a ce probléme de
maximisation. Nous ne pouvons utiliser gque des techniques numériques itératives.

Nous avons opté pour le solveur d' Excel qui utilise la méthode de Newton-Raphson.

Comme le solveur procede par itérations, nous avons dans un premier temps utilisé comme
valeurs de départ celles obtenues lors des maximisations précédemment effectuées, tant pour
le paramétre de la copula que ceux des lois marginales. Puis, hous avons changé de valeurs de
départ (au moins une dizaine de répétitions) pour nous assurer que nous retrouvions le méme
résultat. Ceci fut systématiquement le cas.

Les calculs ont néanmoins été effectués avec un ordinateur possedant 1 G, de Ram et deux
processeur Pentium 3 agissant de concert.

L es résultats obtenus pour différentes combinaisons sont les suivants:

copula HRT copula HRT

Auto paralogistique |MR paralogistique Auto paralogistique | MR loglogistique
estimateur de theta 19,127 73,532 19,277 98,916
estimateur de alpha 1,075 0,711 1,085 0,774
estimateur de a 1,448 1,472
Max Log-vraisemblance -8592 -8591

copula Gumbel copula Gumbel

Auto paralogistique |MR paralogistique Auto paralogistique [MR loglogistique
estimateur de theta 19,861 85,221 20,053 108,62
estimateur de alpha 1,115 0,766 1,129 0,833
estimateur de a 1,323 1,317
Max Log-vraisemblance -8613 -8615

Les meilleurs résultats en termes de maximisation de la vraisemblance sont obtenus avec la
combinaison copula HRT, loi paralogistique pour I’automobile et loi loglogistique pour
I” incendie. La maximisation obtenue en supposant I'indépendance entre les deux lois
marginales est tout simplement la somme des deux résultats obtenus pour les lois marginales
soit a peu prés —8676. L’ utilisation des copulas pour modéliser le phénomeéne constitue donc
une amélioration certaine.

2.7 Testsd’adéquation d’unedistribution bivariée.

Nous alons exposer ici les différents tests d adéquation possibles pour une distribution
bivariée. Nous concentrerons nos efforts sur la présentation des résultats pour la meilleure
combinaison possible au regard de la maximisation de lafonction de log-vraisemblance.
Avant d’ effectuer nos tests d’ adéquation nous allons tracer laligne de régression médiane
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2.7.1 Laligne deregression médiane
Pour une valeur donnée d' une tempéte en incendie x, lavaleur y sur cette ligne est la solution
de |’ éguation 0,5=Fy | 1x(Y | X), ce qui avec la copula HRT peut se réecrire:

05=C\(F (x)F (v)=1-[a-F ()" +@-F (y) -1 “"a-F, ()"

En résolvant par rapport a Fy , nous obtenons
172

V=F, (y)=1-|1-0-F, (x)) "= + @ (-F, (o} jm

Puis nous obtenonsy en inversant v
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Le résultat au premier coup d’ odl semble plutét bon, dans la mesure ou la ligne obtenue
semble bien passer au milieu de notre nuage de points.

2.7.2 Test du Khi-deux
Nous allons donc vérifier la qualité de notre distribution bivariée par I’intermédiaire du test du
khi-deux dont le principe a été précédemment exposé.
Nous exposerons deux techniques différentes pour veérifier lajustesse de I’ adéquation
e lapremiere consiste a étendre le test a deux dimensions
e |aseconde permet de se ramener a deux tests a une dimension.

2.7.2.1 Extension du test & deux dimensions.

Nous avons en fait découpé |’ espace en un certain nombre de pavés, dont certains sont de
tailleinfinie. Lataille des pavés diminue au fur et a mesure que I’ on s approche du mode.
Nous avons ensuite déterminé la probabilité théorique qu’ une observation se retrouve dans ce
pave.

Nous savons que P(X1<X<X2,y1<Y <y2)=F(X2,y2)-F(X2,y1)-F(y2,X1)+F(X1,y1).

Cequi se réécrit donc,

C(Fx (Xz)v FY (yz)) - C(Fx (Xz)’ FY (Y1)) - C(Fx (Xl)’ FY (yz)) + C(Fx (Xl)' FY (yl))
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La encore cette formule est écrite dans | e cas général. Nous avons & nouveau pris en compte le
caractere tronqué de nos lois dans nos calculs.

ClR, (x2). F, (v2))- ClR, (x2), By, (v1))— ClRy, (%0, R, (y2))+ ClF, (x,). R, (1))

Nous avons donc découpé notre espace en 22 rectangles plus ou moins réguliers.

Le nombre de degres de liberté de notre loi du khi-deux est de 22-5-1, soit 16.

Notre statistique du khi-deux a pour valeur 23,86 alors que notre valeur critique se situe a
26,3. Letest se révéle donc concluant.

A titre indicatif, cette méme statistique a également été calculée avec la copula de Gumbel et
les deux lois paralogistiques et a été évaluée a 26,3. Elle constitue donc un gjustement moins
bon.

Nous avons également mené ce test en supposant I’indépendance entre les deux branches: la
statistique ainsi déterminée a pris pour valeur 186.

2.7.2.2 Utilisation de deux tests uni-dimensionnels

Cette méthode utilise le fait que les variables aléatoires Ury=Fry(Tx) et Uty=Fry TX(Tyl Ty) sont
indépendantes et ont une distribution uniforme sur [0,1].

Nous allons donc tester dans un premier temps le fait que U4 suive une loi uniforme, puis s
cela s avere étre le cas, nous ferons de méme pour Ury. Nous avons la encore besoin de la
dérivée partielle de notre copula par rapport au. (ie:Cy(u,v))

Nous avons, dans un premier temps, divisé I'intervalle [0,1] en 20 segments d une longueur
de 0,05 chacun, et utilisé le test du khi-deux avec un nombre de degrés de liberté de 14 (=20-
5-1). Ceci revient a faire un test du Khi-deux sur une loi marginale, mais avec un nombre
théorique égal dans chague tranche.

Notre statistique est de 14,65 alors que la valeur critique est de 23,68. La premiere condition
étant remplie, nous avons ensuite effectué le second test avec toujours 20 intervalles.

La statistique du Khi-deux pour ce second test est de 21.86, soit toujours en deca de notre
valeur critique.

Comparaison entre laloi uniforme et la fonction
de répartition empirique de Uy, (HRT)
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Ce graphique permet de mieux se rendre compte de la qualité de I’ adéquation, puisque la loi
empirique est trés semblable alaloi uniforme.

A titre de comparaison, ce méme graphique, établi a partir de I’adéquation a la copula de
Gumbel, et deux lois paralogistiques pour les lois marginales al’ allure suivante:
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Comparaison entre la loi uniforme et la fonction
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L’ adéguation est dans ce cas nettement moins bonne. Le premier test S est révélé concluant,
mais ceci ne fut pas le cas pour le second.

3 Exemple d’application : Etude d’un excédent de sinistre
automobile dont le paiement est conditionné par la

brancheincendie.

Bien que nous ayons trouvé dans notre précédente partie une adéquation satisfaisant a tous les
tests (HRT+paratlog), celle-ci ne peut pas étre considérée comme excellente aux niveaux qui
intéressent habituellement les réassureurs. Nous avons donc réitéré notre opération avec un
nombre de données plus restreint (cf 2.2 cas 2). Nous avons abouti a une adéguation sur une
Pareto pour la branche Incendie et une Log-Normale Tronquée pour la branche automobile, et
une structure de dépendance de type « Copula HRT » avec un paramétre de dépendance
évalué a 1,365. Nous allons donc nous servir de cette derniere adéquation qui est de meilleure
qualité au niveau des seuils auxquels travaillent les réassureurs. En ce qui concerne la
modélisation de la fréquence annuelle, nous avons opté pour une loi de Poisson.

Le principe du contrat étudié est smple. Le Réassureur de I’ excédent de sinistres automobiles
regle un sinistre automobile uniquement si, paralélement, I’ événement tempéte a généré un
montant supérieur ala priorité dans la branche incendie.

Nous allons donc fixer un plafond et une priorité dans chague branche et évaluer la prime
pour ce type de contrat. A titre indicatif, et pour mieux mettre en valeur la nécessité d' utiliser
une distribution bivariée, nous fournirons également les résultats obtenus en supposant
I”indépendance entre les deux branches.
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CopulaHRT a=1,365
Priorité Auto |Plafond Prime Estimation de |4
Auto annuelle fréquence de
dépassement de |4
priorite.
Automobile|3 220 KF 32000 KF |1010KF 0,11
Incendie |111 000 KF 0,2502

Par e vocable “estimation de la frégquence de dépassement de la priorit€” nous entendons le
nombre moyen d’années au cours de laguelle le réassureur va devoir effectuer un paiement
sur ce type de contrat. Sur 25% des années simulées, il y a eu un événement dépassant la
priorité de 111 000 KF en incendie, et seulement 11% des années ont vu un paiement effectué
par le réassureur pour le contrat automobile. La valeur théorique du t de Kendall entre les
deux branches est de 0,268. Nous noterons cet exemple : casl.

L es résultats obtenus en supposant I”indépendance entre les deux branches (cas 2):

Indépendance
Priorité Auto |Plafond Auto |Prime annuelle |Estimation de la
fréquence de
dépassement de Ila
priorité.
Automobile (3220 KF 32000KF [33KF 0,0064
Incendie 111 000 KF 0,2502

Ceci a conduit, comme cela était prévisible, a une réduction considérable et erronée de la
prime, et pourtant les lois marginales simulées sont strictement les mémes.

Nous avons, par curiosité, calculé cette méme prime pour des lois marginales reliées par la
copula comonotone (t=1, Situation de parfaite dépendance, cas 3) : |’ application numérique a
conduit au résultat de 1621KF.
La différence absolue de prime est donc plus élevée entre la situation de totale indépendance
(cas?) et le casl d' une part, qu’ entre le casl et le cas3 d’ autre part.
Cependant, ceci n’est pas conforme a ce que nous aurions pu escompter en nous intéressant a
la différence en termes de t de Kendall. Passer de 0 & 0,26 conduit a une augmentation de la
prime équivalente a 1000KF , alors que passer de 0,26 a 1 fait seulement augmenter la prime
de 600K F.
Ceci est du a deux facteurs agissant conjointement:

e Lepremier est la structure de dépendance utilisée (copulaHRT)

e Lesecond concerne les priorités choisies qui sont relativement élevées.

Or nous avons vu gue la copula HRT posséde un coefficient de “Right Tail Dependence” qui

vaut /2% Ainsi, a partir d’'une certaine valeur de a et vu la structure de la copula HRT, tous
les événements qui excedent la priorité en incendie vont également conduire a un
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dépassement de la priorité en automobile. En outre, nous avons choisi nos montants de
priorité afin de les rendre homogenes dans les deux branches.(i.e une probabilité équivalente a
25% gu’ au moins un événement auto ou incendie atteigne la priorité chague année).

Variation de la prime simulée en fonction des valeurs
de Tau
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Le graphique ci-dessus a été établi en gardant les mémes parametres de lois marginales, la
méme priorité sur la branche automobile (soit 3220KF), la méme structure de dépendance,
mais nous avons fait simplement varier le paramétre de dépendance de la copula HRT et le
montant de la priorité en incendie qui conditionne le paiement de |a branche automobile.

Plus nous faisons tendre la priorité en Incendie vers 0, moins la convexité de la courbe sera
sensible. Si nous fixons la priorité en Incendie a 570 KF, il n'y aura plus de conditionnement
et laprime en Automobile sera de 1621 KF quelle que soit lavaleur de .

Conclusion

L es copulas permettent donc I’ adéquation a des fonctions de répartition en plusieurs
dimensions. Les travaux présentés ci-dessus, reprenant en partie les techniques empl oyées par
Klugman-Parsa (1998) en sont donc un exemple concret et aisément reproductible. Toutefois,
Nnos estimations paramétriques ne peuvent pas étre considérées comme significatives au
niveau qu’ aurait retenu une cédante pour se couvrir par un traité en excédent de sinistre. C' est
pourquoi, nous avons réitéré I’ opération présentée ci-dessus mais en élevant nos seuils de
sélection (dx et dy) et donc en restreignant le nombre de données prises en compte.
Cependant, méme s les lois marginales retenues ne furent pas les mémes, la structure de
dépendance entre I’ Auto et I’ Incendie demeurait la copulaHRT. Ceci s est d'ailleurs vérifié
apres I’ examen du portefeuille d un autre Assureur, d’ ou il est également ressorti que la
copula HRT était la meilleure des cing, avec une structure de dépendance encore plus
marquée.

A partir des estimations paramétriques ains obtenues, il est des lors possible de coter toutes

sortes de contrats de réassurance portant sur les branches Auto et Incendie en utilisant
simplement |la méthode de Monte-Carlo.
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Celanous a par exemple permis de déterminer la prime pure de certains contrats exotiques,
dans lesguels le paiement de sinistres au titre d’ un excédent de sinistre sur une branche est
conditionné par la valeur prise des sinistres dans une autre branche. Nous avons également
fait varier le coefficient de dépendance pour voir quel était I’ effet de celle-ci sur la prime, en
gardant bien entendu nos lois marginales inchangées. L es résultats obtenus allaient souvent a
I’ encontre de ce que notre intuition portait a croire.

Néanmoins, les copulas, méme si elles demeurent un outil trés puissant n’ont pour I’ instant
pas souvent été utilisées. Les exemples exposés dans cet article traitent de problémes bivariés.
En théorie, laméthode doit pouvoir étre étendue a plus de deux dimensions. Mais, la plupart
des articles parus a ce jour se contentent d’ utiliser les copulas pour des travaux en deux
dimensions. Lorsgue le nombre de dimensions est supérieur a deux, les auteurs se ramenent
toujours a une copula elliptique (Normale ou de Student) pour la simple et bonne raison que
les densités de ces copulas sont aisees a calculer et que ces copulas sont simulables de
maniere simple, méme lorsque le nombre de dimensions est tres élevé. Or, ce type de copulas
N’ est pas forcément le plus adapté al’ étude de la sinistralité en assurance. Méme s il existe
des extensions, et encore sous certaines conditions, des copulas Archimédiennes a plus de
deux dimensions, établir les dérivées nécessiterait des calculs tout afait fastidieux.

En outre, I’ utilisation des copulas deviendrait quasi-impossible en se restreignant a

I” utilisation de logiciels de bureautique standard comme Excel. Ceci constitue donc pour
I”instant un petit frein aleur utilisation, mais gageons que celui-ci sera certainement surmonté
et que les prochains travaux sur les copulas seront multidimensionnels et sauront mettre en
évidence leur apport dans de nombreux domaines.

Les applications peuvent étre envisagées tant en Vie qu’en non Vie. Ains pour la branche Vie
on peut étudier en utilisant les copulas les annuités viageres sur deux tétes. Un autre exemple
pourrait étre |’ assurance déces avec un paiement a chaque déces, le paiement étant plus élevé
au premier déces qu’ au second. En non vie on peut citer des contrats d’ assurance comportant
plusieurs garanties (incendie et pertes d exploitation) ou impliquant le paiement de plusieurs
types de sinistres (en santé les remboursements pour différents actes comme les consultations
et visitesains que lapharmacie....) .

L’ expérience sinistres d’ un assuré disposant de contrats dans différentes branches
(Incendie,Automobile ...) pourrait faire également |’ objet d’ une modélisation par les copulas.
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